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ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ ΚΑΙ ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ 

∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΚΑΙ ΑΝΩΤΑΤΗΣ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗΣ 

ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

ΠΑΓΚΥΠΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2017 

 

Μάθημα: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Ημερομηνία και ώρα εξέτασης: Παρασκευή, 19/05/2017 

 8:00 – 11:00 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

ΜΕΡΟΣ Α΄ Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις του Μέρους Α΄. 

Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

 

1. Να υπολογίσετε το όριο: 

lim
௫→ଵ

lnሺ2 െ ሻݔ
ଶݔ െ 1

 

Λύση 

൝
lim
௫→ଵ

lnሺ2 െ ሻݔ ൌ 0

lim
௫→ଵ

ሺݔଶ െ 1ሻ ൌ 0
⇒ Απροσδιόριστη μορφή ൬

0
0
൰ 

De L΄ Hospital: lim
௫→ଵ

lnሺ2 െ ሻݔ

ଶݔ െ 1
ൌ lim

௫→ଵ

െ1
2 െ ݔ
ݔ2

ൌ െ
1
2
 

 

2. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 

න൫݁ଷ௫  యݔ√ െ 7൯dݔ 

Λύση 

න൫݁ଷ௫  యݔ√ െ 7൯dݔ ൌ න൬݁ଷ௫  ݔ
ଵ
ଷ െ 7൰ dݔ ൌ

݁ଷ௫

3

ݔ
ସ
ଷ

4
3

െ ݔ7  ܿ 

ൌ
݁ଷ௫

3

3
4
ඥݔସ
య

െ ݔ7  ܿ 
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3. ∆ίνεται ο 2 ൈ 2 πίνακας: 

ܣ ൌ ቀെ3 4
1 െ1

ቁ 

(α) Να υπολογίσετε τον αντίστροφο πίνακα του . 

(β) Να δείξετε ότι ିଵ െ  ൌ ο 2 ܫ όπου ,߇4 ൈ 2 μοναδιαίος πίνακας. 

Λύση 

(α) || ൌ ሺെ3ሻሺെ1ሻ െ 4 ⋅ 1 ൌ െ1 

Αφού || ൌ െ1 ് 0, ο αντίστροφος του πίνακα  υπάρχει. 

Συνεπώς, 

ଵି ൌ
1
െ1

ቀെ1 െ4
െ1 െ3

ቁ ൌ ቀ1 4
1 3

ቁ	 

 

(β) ିଵ െ  ൌ 	ቀ1 4
1 3

ቁ െ ቀെ3 4
1 െ1

ቁ ൌ ቀ4 0
0 4

ቁ ൌ 4 ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ  ߇4

 

4. Αν  και ߀ είναι ενδεχόμενα του ίδιου δειγματικού χώρου ενός πειράματος τύχης 
με 

ܲሺܣሻ ൌ
3
10

,			ܲሺ ∩ ᇱሻܤ ൌ
1
5
	 και  ܲሺ ∪ ሻܤ ൌ

4
5
, 

να υπολογίσετε τις πιθανότητες: 

(α) ܲሺܣ ∩  ሻܤ

(β) ܲሺܤ/ܣሻ 

Λύση 

(α) ߏሺ ∩ ᇱሻ߀ ൌ ሻሺߏ െ ሺߏ ∩ ሻ߀ ⇒ ଵ

ହ
ൌ ଷ

ଵ
െ ሺߏ ∩  ሻ߀

⇒ ሺߏ ∩ ሻ߀ ൌ
3
10

െ
1
5
ൌ

1
10

 

 

(β) ߏሺ ∪ ሻ߀ ൌ ሻሺߏ  ሻ߀ሺߏ െ ሺߏ ∩ ሻ߀ ⇒ ସ

ହ
ൌ ଷ

ଵ
 ሻ߀ሺߏ െ ଵ

ଵ
 

⇒ ሻ߀ሺߏ ൌ
8
10

െ
3
10


1
10

ൌ
3
5
 

 

ሻ߀/ሺߏ ൌ
ሺߏ ∩ ሻ߀

ሻ߀ሺߏ
ൌ

1
10
3
5

ൌ
1
6
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5. ∆ίνεται η συνάρτηση ݂:Թ → Թ με τύπο 

݂ሺݔሻ ൌ ݁௫  ሺܽ െ 2ሻ,ݔ			ݔ∀ ∈ Թ, 

όπου ܽ θετικός πραγματικός αριθμός. 

(α) Να βρείτε την τιμή του ܽ, για την οποία η συνάρτηση ݂ παρουσιάζει τοπικό 
ακρότατο στο ݔ ൌ 0. 

(β) Να προσδιορίσετε το είδος του ακρότατου και να το υπολογίσετε. 

Λύση 

(α) ݂ᇱሺݔሻ ൌ ܽ݁௫  ܽ െ 2 

Η συνάρτηση ݂ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο ݔ ൌ 0. Επομένως, 
݂ᇱሺ0ሻ ൌ 0. 

݂ᇱሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ ܽ݁  ܽ െ 2 ൌ 0 ⇒ 2ܽ ൌ 2 ⇒ ܽ ൌ 1 

(β) ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ ܽଶ݁௫ 	⇒ ݂ᇱᇱሺ0ሻ ൌ ܽଶ ൌ 1  0 

Επομένως, το ακρότατο είναι τοπικό ελάχιστο. 

݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ െ 	ݔ ⇒ ݂ሺ0ሻ ൌ ݁ െ 0 ൌ 1 

Εναλλακτικά, μπορούμε να κατασκευάσουμε τον πίνακα μονοτονίας για τη 
συνάρτηση ݂. 

 

 

 

Παρατηρούμε ότι το ݂ሺ0ሻ ൌ 1 είναι τοπικό (ολικό) ελάχιστο της συνάρτησης ݂. 
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6. ∆ίνεται η εξίσωση ݔଶ  ଶݕ െ ݔߣ6 െ ݕߣ8 ൌ 0, όπου ߣ μη μηδενικός πραγματικός 
αριθμός. 

(α) Να δείξετε ότι η πιο πάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο για κάθε τιμή του 
,ߣ ߣ ് 0. Ακολούθως, συναρτήσει του ߣ, να βρείτε τις συντεταγμένες του 
κέντρου και να υπολογίσετε το μήκος της ακτίνας του κύκλου. 

(β) Να δείξετε ότι οι κύκλοι που ορίζονται από την πιο πάνω εξίσωση 
εφάπτονται στην ευθεία με εξίσωση 3ݔ  ݕ4 ൌ 0. 

Λύση 

(α) ݔଶ  ଶݕ െ ݔߣ6 െ ݕߣ8 ൌ 0	 ⇒ ሺݔ െ ሻଶߣ3  ሺݕ െ ሻଶߣ4 െ ଶߣ16 െ ଶߣ9 ൌ 0 

⇒ ሺݔ െ ሻଶߣ3  ሺݕ െ ሻଶߣ4 ൌ  	ଶߣ25

Συνεπώς, παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο ߈ሺ3ߣ,  ሻ και ακτίναߣ4
ܴ ൌ ߣ αφού ,|ߣ|5 ് 0. 

 

Εναλλακτικά, ݃ ൌ െ3ߣ, ݂ ൌ െ4ߣ και ܿ ൌ 0. Επομένως, 

݃ଶ  ݂ଶ െ ܿ ൌ ሺെ3ߣሻଶ  ሺെ4ߣሻଶ ൌ ଶߣ9  ଶߣ16 ൌ ଶߣ25  0, ߣ∀ ് 0 

Συνεπώς, παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο ߈ሺ3ߣ,  ሻ και ακτίναߣ4
ܴ ൌ ߣ αφού ,|ߣ|5 ് 0. 

 

(β) Η απόσταση του κέντρου του κύκλου από την ευθεία 3ݔ  ݕ4 ൌ 0 είναι: 

݀ ൌ
|3ሺ3ߣሻ  4ሺ4ߣሻ|

√3ଶ  4ଶ
ൌ
|ߣ25|
5

ൌ
|ߣ|25

5
ൌ  |ߣ|5

 

Αφού ݀ ൌ |ߣ|5 ൌ ܴ, οι κύκλοι που ορίζονται από την πιο πάνω εξίσωση 
εφάπτονται στην ευθεία 3ݔ  ݕ4 ൌ 0. 
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7. Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που παράγεται από την πλήρη 
περιστροφή γύρω από τον άξονα των τετμημένων του χωρίου που περικλείεται 

από την καμπύλη ݕ ൌ συν0 ,ݔ  ݔ  గ

ଶ
, την ευθεία με εξίσωση ݕ ൌ

√3
2

 και τον 

άξονα των τεταγμένων. 

Λύση 

ݔ	ߥ߭ߪ ൌ 	 √ଷ
ଶ
	⇒ ݔ ൌ గ


,	αφού 		ݔ ∈ ቂ0, గ

ଶ
ቃ  

ܸ	 ൌ න	ߨ ൭ߥ߭ߪଶݔ െ ቆ
√3
2
	ቇ

ଶ

൱ 	ݔ݀

గ



 

ൌ න	ߨ ൬
1
2

ݔ2ߥ߭ߪ
2

െ
3
4
൰݀ݔ	

గ



 

ൌ න	ߨ ൬
ݔ2ߥ߭ߪ
2

െ
1
4
൰݀ݔ ൌ	

గ



ߨ ൬

ݔ2ߤߟ
4

െ
ݔ
4
൰ฬ


గ

 

ൌ ቌߨ
ߤߟ ቀ3ߨቁ

4
െ
ߨ
24
ቍ ൌ ߨ ቆ

√3
8
െ
ߨ
24
ቇ ൌ

ߨ
24

ሺ3√3 െ .κ		ሻߨ μ. 

 

8. ∆ίνεται η ισοσκελής υπερβολή ݕݔ ൌ 4. H εφαπτομένη της υπερβολής στο σημείο 

της  ቀ2ߩ, ଶ
ఘ
ቁ , ߩ ൏ 0, τέμνει τον άξονα των τεταγμένων στο σημείο ߀. Στο ߀ 

φέρουμε κάθετη στον άξονα των τεταγμένων, η οποία τέμνει την υπερβολή στο 

σημείο ߁ ቀ2ݐ, ଶ
௧
	ቁ.	 Να δείξετε ότι: 

(α) ߩ ൌ  ݐ2

(β) το εμβαδόν του τριγώνου ߁߀ είναι σταθερό 

Λύση 

(α) ݕᇱ ൌ െ ௬

௫
, ߣ ൌ െ ଵ

ఘమ
, Εξίσωση εφαπτομένης: ݕ െ ଶ

ఘ
ൌ െ ଵ

ఘమ
ሺݔ െ  ሻߩ2

Τέμνει τον άξονα των τεταγμένων στο σημείο 

߀ ቀ0, ସ
ఘ
ቁ και ݕ ൌ  :௰. Επομένωςݕ

ଶ

௧
ൌ ସ

ఘ
⟹ ߩ ൌ  ݐ2

(β) ߁ ቀߩ, ସ
ఘ
ቁ, ߃௰ ൌ

ଵ

ଶ
| ተ
ተ

0 ସ

ఘ
1

ߩ2 ଶ

ఘ
1

ߩ ସ

ఘ
1
ተ
ተ | ൌ 1	߬.  .ߤ

ή ߃௮௯௰ ൌ
ଵ

ଶ
|߁߀||߂| ൌ ଵ

ଶ
ቚଶ
ఘ
െ ସ

ఘ
ቚ |ߩ| ൌ 1	߬.   .ߤ
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9. Το Κέντρο Εξυπηρέτησης του Πολίτη θέλει να αλλάξει τον τηλεφωνικό αριθμό 
επικοινωνίας του με το κοινό. Χρειάζεται έναν οκταψήφιο αριθμό, ο οποίος να 
σχηματίζεται το πολύ από δύο διαφορετικά ψηφία. Αν ο αριθμός αρχίζει με 77, 
πόσοι τέτοιοι διαφορετικοί αριθμοί υπάρχουν; 

Λύση 

1η περίπτωση 

Όλα είναι τα ίδια: 77777777                     1 αριθμός 

 

2η περίπτωση 

Σχηματίζεται από δύο διαφορετικά ψηφία το 7 και ένα άλλο. 

 

Για κάθε θέση έχουμε 2 επιλογές αριθμών είτε το ψηφίο 7 είτε ένα άλλο ψηφίο 
από τα υπόλοιπα 9. 

Αφαιρούμε την περίπτωση 77777777 και επειδή έχουμε 9 ψηφία, έχουμε: 

9ሺ2 െ 1ሻ  1 ൌ ૡ διαφορετικούς αριθμούς 

 

Εναλλακτικά για το 2 െ 1: 

i. Θέλουμε να συμπληρώσουμε 6 θέσεις με τα ψηφία 7 και ݔ, ݔ ് 7. Σε αυτές τις 
θέσεις θα υπάρχει τουλάχιστον ένα ݔ. Επιλέγουμε τις θέσεις στις οποίες θα 
τοποθετηθούν τα ݔ και οι υπόλοιπες θέσεις συμπληρώνονται με 7αρια (αν 
υπάρχουν) ως εξής: 

ቀ6
1
ቁ  ቀ6

2
ቁ  ቀ6

3
ቁ  ቀ6

4
ቁ  ቀ6

5
ቁ  ቀ6

6
ቁ ൌ 6  15  20  15  6  1 ൌ 	τρόποι 

 
ii. Έχουμε μεταθέσεις 6 αντικειμένων (ψηφία 7 και ݔ, ݔ ് 7), στα οποία υπάρχει 

τουλάχιστον ένα ݔ. 

Ένα ݔ, πέντε 7αρια: 
!

ହ!
ൌ 6 

∆ύο ݔ, τέσσερα 7αρια: 
!

ଶ!⋅ସ!
ൌ 15 

Τρία ݔ, τρία 7αρια: 
!

ଷ!⋅ଷ!
ൌ 20 

Τέσσερα ݔ, δύο 7αρια: 
!

ସ!⋅ଶ!
ൌ 15 

Πέντε ݔ, ένα 7αρι: !
ହ!
ൌ 6 

Έξι 1 :ݔ 

Σύνολο:  τρόποι 

  

7 7 2 2 2 2 2 2
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10. ∆ίνεται η συνάρτηση ݂: ሾ0, ሻߨ → Թ με τύπο: 

݂ሺݔሻ ൌ
ଶݔ

4
 lnሺ1  συνݔሻ െ ln ݔ∀			,2 ∈ ሾ0,  ሻߨ

(α) Να δείξετε ότι η παράγωγος ݂ᇱ είναι γνησίως φθίνουσα στο ሾ0,  ሻ και ναߨ
μελετήσετε την ݂ ως προς την μονοτονία. 

(β) Να δείξετε ότι: 

ଶݔ  lnሺ1  συνݔሻସ ൏ ln ݔ∀			,16 ∈ ሺ0,  ሻߨ

Λύση 

(α) Για να αποδείξουμε ότι η παράγωγος ݂′ είναι γνησίως φθίνουσα, είναι αρκετό 
να αποδείξουμε ότι η ݂′′ είναι αρνητική. 

݂ᇱሺݔሻ ൌ
ݔ2
4


െݔߤߟ
1  ݔߥ߭ߪ

ൌ
ݔ
2
െ

ݔߤߟ
1  ݔߥ߭ߪ

 

݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ
1
2
െ
ሺ1ݔߥ߭ߪ  ሻݔߥ߭ߪ െ ሺെݔߤߟሻሺݔߤߟሻ

ሺ1  ሻଶݔߥ߭ߪ
ൌ
1
2
െ
ݔߥ߭ߪ  ݔଶߥ߭ߪ  ݔଶߤߟ

ሺ1  ሻଶݔߥ߭ߪ
 

ൌ
1
2
െ

ݔߥ߭ߪ  1
ሺ1  ሻଶݔߥ߭ߪ

ൌ
1
2
െ

1
1  ݔߥ߭ߪ

ൌ
ݔߥ߭ߪ െ 1

2ሺ1  ሻݔߥ߭ߪ
ൌ െ

1
2
ଶ߮ߝ ቀ

ݔ
2
ቁ  	0	 

Συνεπώς, η παράγωγος ݂′ είναι γνησίως φθίνουσα στο ሾ0,  .ሻߨ

Άρα		∀ݔ ∈ ሺ0, ሻߨ ⇒ ݂ᇱሺݔሻ ൏ ݂′ሺ0ሻ ⇒ ݂ᇱሺݔሻ ൏
0
2
െ

0ߤߟ
1  0ߥ߭ߪ

⇒ ݂ᇱሺݔሻ ൏ 0 

Άρα, η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο ሺ0,  .ሻߨ

(β) Από το α) η ݂ είναι γνησίως φθίνουσα στο ሺ0,  ሻ έχουμε ότιߨ

ݔ∀ ∈ ሺ0, ሻߨ 	⇒ ݂ሺݔሻ ൏ ݂ሺ0ሻ ⇒ ݂ሺݔሻ ൏
0ଶ

4
 lnሺ1  0ሻߥ߭ߪ െ ln2 ⇒ ݂ሺݔሻ ൏ 0 

⇒
ଶݔ

4
 lnሺ1  ሻݔߥ߭ߪ െ ln2 ൏ 0 ⇒ ଶݔ  4 lnሺ1  ሻݔߥ߭ߪ െ 4	ln2 ൏ 0 

⇒ ଶݔ  ln		ሺ1  ሻସݔߥ߭ߪ 	൏ 	ln16	 
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ΜΕΡΟΣ  Β΄ Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β΄. 

Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

 

1. ∆ίνεται η συνάρτηση ݂ με τύπο: 

݂ሺݔሻ ൌ
ݔ4

ሺݔ  1ሻଶ
 

Να βρείτε το πεδίο ορισμού της, τα σημεία τομής της με τους άξονες των 
συντεταγμένων, τα διαστήματα μονοτονίας, τα τοπικά ακρότατα και τις 
ασύμπτωτες της γραφικής παράστασής της, αν υπάρχουν, και να την 
παραστήσετε γραφικά. 

Λύση 

Πεδίο Ορισμού: Թ െ ሼെ1ሽ 

Σημείο τομής με άξονες: ሺ0,0ሻ 

݂ᇱሺݔሻ ൌ
4ሺݔ  1ሻଶ െ ݔሺݔ8  1ሻ

ሺݔ  1ሻସ
ൌ
4ሺ1 െ ሻݔ
ሺݔ  1ሻଷ

 

݂ᇱሺݔሻ ൌ 0 ⟹ ݔ ൌ 1 

 

Για ݔ ൌ 1 έχουμε τοπικό μέγιστο το ݂ሺ1ሻ ൌ 1. 

Η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ሺെ∞,െ1ሻ και στο ሾ1, ∞ሻ, 
ενώ είναι γνησίως αύξουσα στο ሺെ1,1ሿ. 

Οριζόντια ασύμπτωτη: 

lim
௫→ାஶ

ݔ4 ൌ ∞, lim
௫→ାஶ

ሺݔ  1ሻଶ ൌ ∞ 

 ൌ lim
௫→ାஶ

ݔ4
ሺݔ  1ሻଶ

ൌฎ
ቀାஶାஶቁ

lim
௫→ାஶ

4
2ሺݔ  1ሻ

ൌ 0 

Ομοίως: 

lim
௫→ିஶ

ݔ4 ൌ െ∞, lim
௫→ିஶ

ሺݔ  1ሻଶ ൌ ∞ 

ܤ ൌ lim
௫→ିஶ

ݔ4
ሺݔ  1ሻଶ

ൌฎ
ቀିஶାஶቁ

0 

Επομένως, η γραφική παράσταση έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία ݕ ൌ 0. 
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Κατακόρυφη ασύμπτωτη: 

lim
௫→ିଵ

ݔ4
ሺݔ  1ሻଶ

ൌ െ∞ 

Επομένως, η γραφική παράσταση έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 
ݔ ൌ െ1. 
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2. ∆ίνεται η παραβολή με εξίσωση ݔଶ ൌ   ሺ3,െ3ሻ. Από το και το σημείο ݕ9
φέρουμε τις εφαπτομένες ሺߝଵሻ και ሺߝଶሻ προς την παραβολή. 

(α) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών ሺߝଵሻ και ሺߝଶሻ. 

(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την παραβολή 
και τις ευθείες ሺߝଵሻ και ሺߝଶሻ. 

Λύση 

(α) Ισχύει ότι ݕᇱ ൌ ଶ௫

ଽ
. Επομένως, η κλίση της εφαπτομένης στο ቀݔ,

௫బ
మ

ଽ
ቁ είναι ίση 

με 
ଶ௫బ
ଽ

 και η εξίσωση της εφαπτομένης είναι η ݕ െ ௫బ
మ

ଽ
ൌ ଶ௫బ

ଽ
ሺݔ െ  ሻ. Αφούݔ

διέρχεται από το ሺ3, െ3ሻ, ισχύει: 

െ3 െ
ݔ
ଶ

9
ൌ
ݔ2
9
ሺ3 െ ሻݔ 	⇒ ݔ

ଶ െ ݔ6 െ 27 ൌ 0 ⇒ ሺݔ െ 9ሻሺݔ  3ሻ ൌ 0 

⇒ ݔ ൌ 9	ή ݔ ൌ െ3 

Τα σημεία που τέμνουν οι εφαπτόμενες την παραβολή είναι τα ሺ9,9ሻ και 
ሺെ3,1ሻ. 

ଵߣ ൌ െ
2
3
, ଶߣ ൌ 2 

Οι εξισώσεις των εφαπτομένων είναι αντίστοιχα: 

ሺߝଵሻ: ݕ െ 1 ൌ െ
2
3
ሺݔ  3ሻ ⇒ ݕ ൌ െ

2
3
ݔ െ 1 

ሺߝଶሻ: ݕ  3 ൌ 2ሺݔ െ 3ሻ ⇒ ݕ ൌ ݔ2 െ 9 

 
Εναλλακτικά, έστω ݕ ൌ ݔߣ   η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης που ߚ
διέρχεται από το σημείο ሺ3, െ3ሻ. 

ݕ ൌ ݔߣ  ߚ ⇒ െ3 ൌ ߣ3  ߚ ⇒ ߚ ൌ െ3ߣ െ 3 
 

ଶݔ ൌ ݕ9
ݕ ൌ ݔߣ  ߚ

ൠ 	⇒ ଶݔ ൌ 9ሺݔߣ  ሻߚ ⇒ ଶݔ െ ݔߣ9 െ ߚ9 ൌ 0 

 
Η εξίσωση ݕ ൌ ݔߣ   :είναι εφαπτομένη. Άρα ߚ

߂ ൌ 0 ⇒ ଶߣ81 െ ߣ108 െ 108 ൌ 0 ⇒
ߣ ൌ 2 ⇒ ߚ ൌ െ9	

ߣ ൌ െ
2
3
	⇒ ߚ ൌ െ1

 

 

Oι εξισώσεις των εφαπτομένων είναι: 

ݕ ൌ ݔ2 െ 9 	και	 ݕ ൌ െ
2
3
ݔ െ 1 



Σελίδα 11 από 15 
 

(β) ܧ ൌ  ቀ௫
మ

ଽ
 ଶ

ଷ
ݔ  1ቁ

ଷ
ିଷ ݔ݀   ቀ௫

మ

ଽ
െ ݔ2  9ቁ

ଽ
ଷ  ݔ݀

ൌ ቈ
ଷݔ

27

ଶݔ

3
 ݔ

ିଷ

ଷ

 ቈ
ଷݔ

27
െ ଶݔ  ݔ9

ଷ

ଽ

ൌ 8  8 ൌ 16	߬.  .ߤ
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3. ∆ύο ομάδες, οι  και ߀, συμμετέχουν στη σειρά των τελικών του πρωταθλήματος 
πετοσφαίρισης. Νικήτρια της σειράς των τελικών είναι η ομάδα που θα πετύχει 
πρώτη 4 νίκες. Η πιθανότητα να κερδίσει η ομάδα  έναν οποιονδήποτε αγώνα 

της σειράς των τελικών είναι 
ଶ

ଷ
. 

(α) Να υπολογίσετε την πιθανότητα του ενδεχομένου στη σειρά των τελικών να 
διεξαχθούν 6 αγώνες για να στεφθεί πρωταθλήτρια μία ομάδα. 

(β) ∆εδομένου ότι έχουν διεξαχθεί 6 αγώνες για να στεφθεί πρωταθλήτρια μία 
ομάδα, να υπολογίσετε την πιθανότητα η ομάδα αυτή να είναι η . 

(Σημείωση: Σε έναν αγώνα πετοσφαίρισης δεν υπάρχει το αποτέλεσμα της 
ισοπαλίας, δηλαδή υπάρχει πάντα νικητής.) 

Λύση 

(α) Αφού θα γίνουν 6 αγώνες για να στεφθεί μια ομάδα πρωταθλήτρια, θα 
έχουμε τις πιο κάτω περιπτώσεις: 

1η περίπτωση (Κερδίζει ο :	4 െ 2) 
Συμβολίζουμε με ܣ, ݅  τη νίκη στοܤ െπαιχνίδι της ομάδας ,  ,αντίστοιχα ,߀
όπου ݅ ∈ ሼ1, 2, 3, 4, 5, 6ሽ. Τα ενδεχόμενα ܣ,   είναι ανεξάρτητα ανά δύο γιαܤ

κάθε ݅, ݆ ∈ ሼ1, 2, 3, 4, 5, 6ሽ. Έχουμε ܲሺܣሻ ൌ
ଶ

ଷ
 και ܲሺܤሻ ൌ

ଵ

ଷ
, για κάθε  

݅ ∈ ሼ1, 2, 3, 4, 5, 6ሽ. Για να κερδίσει η ομάδα 4  െ 2, πρέπει να 
πραγματοποιηθεί το . Στα υπόλοιπα 5 παιχνίδια έχουμε την 

πραγματοποίηση τριών  και δύο ܤ με ቀ
5
3
ቁ ൌ 10 τρόπους. 

(Επιλέγουμε τις θέσεις των ܣ, άρα τα ܤ επιλέγονται αυτόματα, πχ ο 
ଵܣ ∩ ଶܣ ∩ ଷܣ ∩ ସܤ ∩ ହܤ ∩  (. είναι ένας από αυτούς τους δέκα τρόπουςܣ
Άρα: 

4	:ሺߏ െ 2ሻ ൌ 10 ⋅ ܲሺܣଵ ∩ ଶܣ ∩ ଷܣ ∩ ସܤ ∩ ହܤ ∩ ሻ ൌ 	10 ൬
2
3
൰
ସ

൬
1
3
൰
ଶ

ൌ
160
729

 

 
2η περίπτωση (Κερδίζει ο ߀	4 െ 2) 
Με τον ίδιο τρόπο η πιθανότητα να κερδίσει ߀	4 െ 2 είναι: 

:ܤሺߏ 4 െ 2ሻ ൌ 	10 ൬
2
3
൰
ଶ

൬
1
3
൰
ସ

ൌ
40
729

 

Συνεπώς, η πιθανότητα να γίνουν 6 αγώνες για να στεφθεί μια ομάδα 
πρωταθλήτρια είναι: 

	
160
729


40
729

ൌ
200
729

 

(β) ߏ(πρωταθλήτρια η  / να γίνουν 6 αγώνες για να στεφθεί μια ομάδα 
πρωταθλήτρια)ൌ 

160
729
200
729	

ൌ
4
5
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4. ∆ίνεται το σημείο ߃ሺ4, 0ሻ και η ευθεία με εξίσωση ሺߝሻ: ݔ ൌ ଶହ

ସ
. 

(α) Να δείξετε ότι το σύνολο των σημείων ߒሺݔ,  ሻ του επιπέδου με την ιδιότηταݕ

ሺ߃ߒሻ
ሺߋߒሻ

ൌ
4
5
	, 

όπου ߋߒ είναι η απόσταση του σημείου ߒ από την ευθεία ሺߝሻ, ανήκει στην 
έλλειψη με εξίσωση: 

ଶݔ

25

ଶݕ

9
ൌ 1 

(β) Έστω ߒሺ5συνߠ, 3ημߠሻ ένα τυχαίο σημείο της έλλειψης και ߉ ቀ଼
ହ
, 0ቁ ένα 

σταθερό σημείο. Να υπολογίσετε τις τιμές του ߠ, ߠ ∈ ሾ0,  ሻ, για τις οποίες ηߨ2
απόσταση ߉ߒ γίνεται ελάχιστη. 

Λύση 

(α) 
்ா

்ே
ൌ ସ

ହ
⇒

ඥሺ௫ିସሻమା௬మ

ቚ௫ିమఱ
ర
ቚ

ൌ ସ

ହ
	⇒ 25ሾሺݔ െ 4ሻଶ  ଶሿݕ ൌ 16 ቀݔ െ ଶହ

ସ
ቁ
ଶ
 

⇒ ଶݔ9  ଶݕ25 ൌ 225 ⇒
ଶݔ

25

ଶݕ

9
ൌ 1 

(β) ߒ߉ ൌ ሻߠሺܦ ൌ ටቀ5ߠߥ߭ߪ െ ଼

ହ
ቁ
ଶ
 ߠଶߤߟ9 ൌ ට16ߥ߭ߪଶߠ െ ߠߥ߭ߪ16  ଶ଼ଽ

ଶହ
 

ሻߠሺ′ܦ ൌ
െ32ߠߤߟߠߥ߭ߪ  ߠߤߟ16

2ට16ߥ߭ߪଶߠ െ ߠߥ߭ߪ16  289
25

 

ሻߠᇱሺܦ ൌ 0 ⇒ ሺ1ߠߤߟ െ ሻߠߥ߭ߪ2 ൌ 0 ⇒ ߠߤߟ ൌ 0	ή	ߠߥ߭ߪ ൌ
1
2
 

 

Η απόσταση γίνεται ελάχιστη όταν ߠ ൌ గ

ଷ
	ή	ߠ ൌ ହగ

ଷ
. 

Εναλλακτικά, ሺߒ߉ሻ ൌ ට16ߥ߭ߪଶߠ െ ߠߥ߭ߪ16  ଶ଼ଽ

ଶହ
ൌ ටሺ4ߠߥ߭ߪ െ 2ሻଶ  ଵ଼ଽ

ଶହ
 . 

Το ሺߒ߉ሻ παίρνει ελάχιστη τιμή όταν το υπόριζο γίνεται ελάχιστο, αφού η 

συνάρτηση με τύπο ݂ሺݔሻ ൌ ,ݔ√ ݔ  0 είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο 
ορισμού της. 

Άρα, πρέπει 4ߠߥ߭ߪ െ 2 ൌ 0 ⇒ ߠߥ߭ߪ ൌ ଵ

ଶ
⇒ ߠ ൌ గ

ଷ
	ή	ߠ ൌ ହగ

ଷ
. 
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5. (α) ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση ݂, ορισμένη στο διάστημα ሾ0,  .ሿߨ
Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό ݔ ൌ ߨ െ  ή με οποιονδήποτε άλλο ,ݑ
τρόπο, να δείξετε ότι: 

න ݔሻdݔሺημ݂ݔ
గ


ൌ
ߨ
2
න ݂ሺημݔሻdݔ
గ


 

(β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 

ܫ ൌ න
ݔημݔ

8  ημଶݔ
dݔ

గ


 

Λύση 

(α) Χρησιμοποιώντας την αντικατάσταση ݑ ൌ ߨ െ ݔ݀ έχουμε ότι ,ݔ ൌ െ݀ݑ. Τα 
άκρα του ολοκληρώματος αλλάζουν ως εξής: 

Αν ݔ ൌ 0, ݑ ൌ ݔ και αν ߨ ൌ ,ߨ ݑ ൌ 0. 

න ݔሻ݀ݔߤߟሺ݂ݔ
గ


	ൌ න ሺߨ െ ߨሺߤߟሻ݂ሺݑ െ ሻݑሻሺെ݀ݑ



గ
 

ൌ න ሺߨ െ ߨሺߤߟሻ݂ሺݑ െ ݑሻሻ݀ݑ
గ


ൌ න ሺߨ െ ݑሻ݀ݑߤߟሻ݂ሺݑ

గ


 

ൌ න ݔሻ݀ݔߤߟሺ݂ߨ
గ


െ න ݔሻ݀ݔߤߟሺ݂ݔ

గ


 

⇒ 2න ݔሻ݀ݔߤߟሺ݂ݔ
గ


ൌ නߨ ݂ሺݔߤߟሻ݀ݔ

గ


⇒ න ݔሻ݀ݔߤߟሺ݂ݔ

గ


ൌ
ߨ
2
න ݔሻ݀ݔߤߟሺ݂ݔ
గ


 

(β) ݂ሺݔߤߟሻ ൌ ఎఓ௫

଼ାఎఓమ௫
, ݂ συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

Επομένως, σύμφωνα με την παραπάνω ταυτότητα: 

ܫ ൌ න
ݔߤߟݔ

8  ݔଶߤߟ
ݔ݀

గ


ൌ
ߨ
2
න

ݔߤߟ
8  ݔଶߤߟ

ݔ݀
గ


ൌ
ߨ
2
න

ݔߤߟ
9 െ ݔଶߥ߭ߪ

ݔ݀
గ


 

Θέτουμε ݔߥ߭ߪ ൌ ݐ ⇒ െݔ݀ݔߤߟ ൌ  .ݐ݀

Για ݔ ൌ 0 ⇒ ݐ ൌ 1 και για ݔ ൌ ߨ ⇒ ݐ ൌ െ1 

Επομένως: 

߇ ൌ െ
ߨ
2
න

ݐ݀
9 െ ଶݐ

ିଵ

ଵ
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Θα αναλύσουμε το κλάσμα  
ଵ

ሺଷି௬ሻሺଷା௬ሻ
  σε απλά κλάσματα. 

1
ሺ3 െ ሻሺ3ݕ  ሻݕ

ൌ


3 െ ݕ


ܤ
3  ݕ

ൌ
ሺ3ܣ  ሻݕ  ሺ3ܤ െ ሻݕ

ሺ3 െ ሻሺ3ݕ  ሻݕ
 

Αν ݕ ൌ 3, τότε 6 ൌ 1 ⇒  ൌ ଵ


 

Αν ݕ ൌ െ3, τότε 6߀ ൌ 1 ⇒ ߀ ൌ ଵ


 

Επομένως: 

߇ ൌ െ
ߨ
2
න ൬

1
6ሺ3 െ ሻݐ


1

6ሺ3  ሻݐ
൰ ݐ݀ ൌ

ߨ
2
න ൬

1
6ሺ3 െ ሻݐ


1

6ሺ3  ሻݐ
൰ ݐ݀

ଵ

ିଵ

ିଵ

ଵ
 

ൌ
ߨ
12

ሾlnሺ3  ሻݐ െ lnሺ3 െ ሻሿିଵݐ
ଵ  

ൌ
ߨ
12

ln ฬ
3  ݐ
3 െ ݐ

ฬ൨
ିଵ

ଵ

ൌ
ߨ
12

൬ln 2 െ ln
1
2
൰ ൌ

ߨ
6
ln 2 


